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INFOARTIKEL

ABSTRAK

Tersedia Online: Desember 2022

Metode Lagrange merupakan suatu metode yang terdiri dari Energi Kinetik
dan Energi Potensial. Dalam perumusannya koordinat yang digunakan adalah
posisi dan kecepatan. Dalam mekanika Lagrange, alur benda didapat dengan
mencari jalur yang meminimkan aksi, sebuah kuantitas yang merupakan
integral dari Lagrangean sejalan dengan waktu. Lagrangean untuk mekanika
klasik dibedakan dengan energi kinetik dan energi potensial. Penelitian ini
merupakan penelitian deskriptif. Adapun pendekatan yang dilakukan dalam
penelitian ini adalah studi pustaka dari hasil penelitian terdahulu yang
berkaitan dengan Mekanika Lagrange. Melalui penelitian dengan metode studi
pustaka yang terkait, diharapkan artikel ini dapat dikembangkan dan menjadi
rujukan bagi penulis berikutnya. MekanikalLagrange merupakan suatu metode
penyelesaian persoalan mekanika yang tidak mudah diselesaikan dengan
Mekanika Newton. Posisi partikel di dalam satu ruang dapat ditentukan melalui
3 koordinat. Koordinat tersebut dapat berupa koordinat kartesan, koordinat
bola atau koordinat silinder.
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The Lagrange method is a method consisting of kinetic energy and potential
energy. In the formulation of the coordinates used are position and velocity. In
Lagrange mechanics, the path of objects is found by finding the path that
minimizes action, a quantity that is the Lagrangean integral over time. The
Lagrangean for classical mechanics is distinguished by kinetic energy and
potential energy. This research is a descriptive research. The approach used in
this research is a literature study from the results of previous research related
to Lagrange Mechanics. Through research using related literature study
methods, it is hoped that this article can be developed and become a reference
for future writers. Lagrange mechanics is a method of solving mechanics
problems that are not easily solved with Newtonian mechanics. The position of
the particle in one space can be determined through 3 coordinates. These
coordinates can be cartesan coordinates, spherical coordinates or cylindrical
coordinates.

Kata kunci: lagrange mechanics; research; methods

I. PENDAHULUAN

Dalam kehidupan sehari-hari banyak kejadian
fisis di sekitar kita dimana setiap analisis
gerakannya selama ini hanya di dasarkan dengan
metode Newton atau biasa disebut Newtonian.
Seiring dengan berjalannya waktu metode-metode
analisis gerak yang lain mulai bermunculan seperti
metode Lagrange dan metode Hamiltonian. Walau

pada kedua metode tersebut juga merupakan
pengembangan dari hukum Newton [1].

Metode Lagrange merupakan suatu metode
yang terdiri dari Energi Kinetik dan Energi
Potensial. Dalam perumusannya koordinat yang
digunakan adalah posisi dan kecepatan. Mekanika
Lagrangean adalah pengembangan formulasi
mekanika klasik diperkenalkan oleh Joseph Louis
Lagrange pada 1788. Dalam mekanika Lagrangean,
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alur benda didapat dengan mencari jalur yang
meminimkan aksi, sebuah kuantitas yang
merupakan integral dari Lagrangean sejalan
dengan waktu. Lagrangean untuk mekanika klasik
dibedakan dengan energi Kkinetik dan energi
potensial [2]].

II.  MATERIAL DAN METODE

Penelitian ini merupakan penelitian deskriptif.
Adapun pendekatan yang dilakukan dalam
penelitian ini adalah studi pustaka dari hasil
penelitian  terdahulu yang berkaitan dengan
Mekanika Lagrange. Melalui penelitian dengan
metode studi pustaka yang terkait, diharapkan
artikel ini dapat dikembangkan dan menjadi
rujukan bagi penulis berikutnya.

1. HASIL DAN PEMBAHASAN

MEKANIKA LAGRANGE

Mekanika Lagrange merupakan suatu metode
penyelesaian persoalan mekanika yang tidak
mudah diselesaikan dengan Mekanika Newton.
Posisi partikel di dalam satu ruang dapat
ditentukan melalui 3 koordinat. Koordinat tersebut
dapat berupa koordinat kartesan, koordinat bola
atau koordinat silinder. Jika benda bergerak dalam
bidang, maka derajat kebebasannya ada 2, jika
benda bergerak dalam ruang 3D, maka derajat
kebebasannya ada 3. Untuk kasus N partikel, maka
kita =~ membutuhkan 3N  koordinat  untuk
menentukan posisi dari seluruh partikel tersebut.
Jika terdapat kendala dalam sistem, maka jumlah
koordinatnya < 3N. Misalnya untuk benda tegar,
maka yang dibutuhkan adalah posisi pusat massa
dan orientasi bendanya. Jadi hanya 6 koordinat
saja [3].

Misalnya koordinat diberi simbol g1, g2,--,
gn sebagai koordinat umum. Koordinat gk bisa
berupa jarak atau sudut. Jika untuk menentukan
sebuah sistem, sebuah koordinat dapat bebas maka
sistem tersebut disebut sistem holonomik dan
sebaliknya disebut nonholonomik. Jika sistem
berupa partikel, maka koordinat kasrtesan dapat
dinyatakan dalam koordinat [3][4].

X =x(q) — 1 derajat kebebasan — gerak pada
sebuah kurva

x=x(ql,42) 2 derajat kebebasan — gerak

y=y (a1, q2)

pada sebuah permukaan

x=x (q1, g2, g3)
y=y(91,092,03)
z=z (91, g2, 93)

3 derajat kebebasan -
gerak pada ruang

Jika q berubah dari nilai awal (q1, g2,...) ke nilai
tetangga (ql+ o ql, g2 +3 q2,....) maka perubahan
tersebut kaitannya dengan koordinat kartesan

sx= 9% qa 4 9% oa 4
X = — R cee
0q4 h 0q; 2

Persamaan Lagrange
Untuk memperoleh persamaan differensial
tentang gerak, maka kita mula dengan ungkapan
[3].
F; = m¥; )

Energi kinetik yang dimiliki oleh N partikel adalah
T=3XV>m(+ yi+ 2) 2)

1 .
=X mi; 3)

Dimana xi merupakan fungsi koordinat umum
xi=xi (q1, g2, g3,..., gn ,t), sehingga

. 0x; ax;
Xj = Zka_q,: qr + a—tl 4)

Ingat bahwa  i= 1,..., 3N — menyatakan jumlah
partikel

k = 1,..., n — menyatakan jumlah
derajat kebebasan

Apabila xi bukan fungsi t, maka diperoleh
ungkapan

0x; ax;
oXi _ O0Xi 5
9qr  Oqk )

Jika kedua ruas dikalikan dengan x'i kemudian
diturunkan terhadap t, maka diperoleh [5]:

4 (5, 20) = 4 (5, 25)
dt laqk T ode Laqk

. axi . axi
S B 6
laqk laqk ( )
o) o)
d 2 . 0x; 2
ac \ dar | Xi 9qx + 9qx ()

dengan mengalikan kedua ruas dengan m, maka:

a(ﬁ> X
a A\ X Oxi + ﬁ

at \ aqx |~ “loagx 0qx

(8)
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a (oY _ g oom, o
dt (aqk) - Fl aqk+ aqx (9)

dengan menjumlah ke seluruh |

d (3T _ g pdx o
dat (6_qk) = Zif; o T 9ax (10)
maka
d (0T _ aT.
2t (o) = @ + 50
(11)
Persamaan inilah yang disebut persamaan
Lagrange [4]. Untuk gerak konservatif dimana:
S
= " (12)

maka ungkapan persamaan lagrange dapat ditulis
kembali menjadi

d (OT\ _ oT _ av.
E (6_qk) - aqx  0qg
(13)
Jika diberikan fungsi Lagrange [5][6][7][8]

L=T-V
(14)

dimana T dan V dinyatakan dalam koordinat umum

oV _
dql

V=V(qk) —
(15)

maka

oL oT oL oT av
—=—dan —= —— — 16
0qxk 0qxk 0qxk oqx  0qx (16)

sehingga persamaan Lagrange untuk sistem yang
konservatif adalah:

i G = 7 an

Jadi, persamaan diferensial gerak untuk sistem
konservatif dapat diperoleh jika fungsi Lagrange
dalam set koordinat diketahui. Jika gaya umumnya
tidak konservatif, missal Q'k (misal ada gaya gesek)
dan sebagian dapat diturunkan — fungsi potensial
V yaitu [5].

_ . OV
Q= Qr~ 5,
(18)
maka dari L=T-V diperoleh

TG =0k 5 (19)

Aplikasi persamaan Lagrange
Untuk mengaplikasikan persamaan Lagrange
maka langkah-langkahnya adalah [3]:

1. Pilih koordinat yang sesuai untuk
menggambarkan konfigurasi dari sistem
tersebut.

2. Tentukan T sebagai fungsi koordinat dan
turunan wakitu.

3. Jika system konservatif maka carilah V
sebagai fungsi koordinat, Jika sistem
nonkonservatif  maka carilah  gaya
umumnya — Qk.

4. Persamaan diferensial gerak diberikan oleh

i(f’_T):Qk+a_Ti(ﬂ):5_L

dt \dqy dqx’ dt \dqy aqx
(20)

atau

d oL ' oL

pr (a_qk) =Qk 5, (21)

Penggunaan persamaan mekanika lagrange pada
osilator harmonik. Ditinjau sebuah osilator
harmonik dimana terdapat gaya redaman yang
sebanding dengan kecepatan. Jadi sistem adalah
nonkonservatif. Jika x adalah pergeseran [3], maka
fungsi Lagrange yang digunakan adalah:

L=T-V= %mxz—%kxz (22)

Dimana m adalah massa benda dan K adalah
parameter stiffness, dengan mengaplikasikan pers.
Lagrange, dimana:

(5—%) —mx dan &= Kx 23)

0X|¢ ox

Dengan  kehadiran gaya redaman yang
sebanding dengan kecepatan yaitu —-CX
persamaan geraknya menjadi

% (mx)= -cx-Kx (24)
mX+cx+Kx=0 (25)

Aplikasi persamaan lagrange pada partikel tunggal
di dalam medan central. Marilah kita mencari
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persamaan gerak Lagrange untuk partikel yang
bergerak di dalam bidang bawah medan central
[3]. Pada bagian ini kita memilih koordinat polar
g1=r dan gq2=0, maka:

r=re, (26)
T= %mv2= %m(r2+r292) 27)
V=V()

(28)

L=T-V= %m(r2 +1r262) — V(r) (29)

Kemudian:

Zemr, S=mr0™f(r) (30)

oL _ 2p OL _

55 = M o, 69—0 (31)

Karena sistemnya adalah konservatif, maka

persamaan geraknya adalah

%(mr) =mro?—f(r) »mr —mré? +
f(r)=0 (32)

%(erB) =0 - mr?0 = constan (33)

IV. KESIMPULAN

Mekanika Lagrange merupakan suatu metode
penyelesaian persoalan mekanika yang tidak
mudah diselesaikan dengan Mekanika Newton.
Posisi partikel di dalam satu ruang dapat
ditentukan melalui 3 koordinat. Koordinat tersebut
dapat berupa koordinat kartesan, koordinat bola
atau koordinat silinder. Jika benda bergerak dalam
bidang, maka derajat kebebasannya ada 2, jika
benda bergerak dalam ruang 3D, maka derajat
kebebasannya ada 3.
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